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Ueber die Flächendichtigkeit der Elektricität 
auf unendlich langen Cylindem. 



Einleitung. 



(^ In den Paragraphen 136 bis 143 der „partiellen 

^ Differentialgleichungen" von Professor Weber ^) wird 

^ das Problem der Elektricitätsverteilung auf unendlich 

^ langen cylindrischen Leitern behandelt. Es ist zunächst 

f auf ein ebenes, dann auf ein functionentheoretisches 

4 zurückgeführt, und allgemeine Ausdrücke für das Poten- 

^ tial und die Flächendichtigkeit werden gegeben. An 

Beispielen ist dann das Verfahren angewendet und das 
Potential ausgerechnet. Das Ziel dieser Arbeit soll es 
sein, die Flächendichtigkeit in diesen Beispielen zu 
untersuchen, und zwar in einigen konkreten Fällen 
numerisch anzugeben. 

^) H. Weber. Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik, Bd. I., Braunschweig. 1900. 
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Es seien also folgende Resultate der üntersnchung 
in den ,.partiellen Differentialgleichungen'* voraus- 
gesetzt: 

Ein Querschnitt des Cylindersystems liege in einer 
complexen z-Ebene und das Gebiet ausserhalb der Quer- 
schnittskurven sei mit S bezeichnet. Wir betrachten 
das Bogenelement ds von einem Punkt aus gerechnet 
als positiv, wenn es zu der in den Nichtleiter hinein 
gerichteten Normalen wie die positive x-Äxe zur posi- 
tiven y-Axe steht. Den Winkel zwischen der Tangente 
im Sinne des wachsenden s und der positiven x-Axe 
nennen wir *. Das Potential ist dann der reelle Teil 
einer Function complexen Arguments x (z) und die 
Flächendichtigkeit a ist durch die Gleichung 

(1.) 4 7ua=-ix'e^i 

bestimmt. 

Kommt nur ein Cylinder in Betracht, so hat x die 
folgende Form: 

(2.) X = c -}- m log w . 

Darin ist w eine Function von z, welche das Gebiet 
S auf das Innere des Einheitskreises in der w-Ebene 
conform abbildet, und zwar so, dass die Punkte z = oo 
und w = entsprechende Punkte sind, m ist die Elek- 
tricitätsmenge auf der Länge 2 des Cylinders, c ist eine 
Constante, die durch den Wert des Potentials im Leiter 
gegeben wird. 

Im Falle eines Prismas ist z als Function von w 
durch die Gleichung 

(3.) Ciz + C2=/'— (w~a)i-«(w-b)^-/^(w — c)i-J'... 

J w2 
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gegeben, worin a, b, c, . . . Punkte auf dem Kreis, die 
den Ecken des Polygons in der z-Ebene entspreciien, 
und an,ßn,^Tz,,,. die inneren Winkel dieses Polygons 
sind. Dabei kommen noch die Bedingungen S (1 — a)=2, 
2(1 — a)a = hinzu. Ci und C2 sind complexe Con- 
stanten, die von der Lage und Grösse, nicht aber von 
der Form des Polygons abhängen. 

Besteht das Leitersystem aus zwei Cylindern, so 
hat X die Form: 



(4-) 



X = m log f (w) 4- A log w + B . 



Darin ist w eine Function, welche das Gebiet S 
auf da^ Innere eines Ereisringes von den Radien 
q^, q~2 conform abbildet. Ist c der dem Punkte z = 00 
entsprechende Punkt, so ist 



f(w)=^qV4W logq 



l/?-l/' 



c 
w 



CO 



(5.) 



n 



^ = 1 



.2v w 



(1 



w 



00 



v= 1 



_n2 v-1 



wc) 



l_q2v-ij_ 

WC 



Dabei ist q als echter Bruch vorausgesetzt. Indem man 
w = e2^*^, c = e2'''% qsse^^*" setzt, geht dieser Ausdruck 
für f (w) über in 



(6.) 



. _ 2. »^^ (V - a) 

1 w (o 

*ox(v + a) 



Wenn die Querschnittskurven zwei sich aus- 
schliessende Kreise sind, welche die x-Axe in den 
Punkten a, ß, y? 5 schneiden, ist die Abbildung durch 
die Gleichungen 
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1 — q l-fq^w Y-^ß z~a 

l-|-q 1 — qivv Y — ^ z — ß' 

^^'^ ' 1 — ^Y ^ Y — ß 5 -« 

l + qj ~ Y-a 5~ß ' 

gegeben. 

Sind die zwei Cylinder zwei unendlich dünne 
ebene Streifen von der Breite 2 ß, die Querschnitte also 
gerade Linien, deren Enden ein Rechteck mit den Eck- 
punkten z = + a + ßi bilden, so ist 



(8.) 



z = 2 a log 

d log w 



00 



j (wi — w-J)TT(l — q- w) (1 - q- w-i) . 

( v = l I 



— 7 "- 



I. Ein Cylinder. 

Wir betrachten nun den Fall eines einzigen 
Cylinders nnd specialisieren zunächst den Ausdruck 
ffir a, der durch die Gleichung 

(1.) 4 7ua = — i— x(z)- e*i 

dz 

gegeben ist, mittelst der Gleichung 

(2.) X == ß "h ^ log w. 

Wir lassen w auf dem Einheitskreis fortschreiten, 
setzen also w = e*^». Dann hat d z dieselbe Richtung 
wie e^*, und wir können schreiben 

xr\ ^ a ' UZ 

(9.) e*» = 



. dz 
Daraus ergibt sich 



(10.) , ,^ 



, mdcp 

4 7t a = . , . 



a. Ebener Streifen, 

Es sei der Querschnitt ein geradliniger Schnitt 
zwischen x = a und x = — a. Der Cylinder ist dann 
ein unendlich dünner ebener Streifen von der Breite 
2 a. Die abbildende Function lässt sich aus der all- 
gemeinen Formel (3.) für ein Prisma ableiten, indem 
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man a = — b = 1, a = ß = 0, Ci = — -, C2 = setzt. 
Man erhält so 

(11.) z=:A(w + l), 

2 w 

und, wenn man darin e^* für w setzt, 



z = a cos 9 . 
Damit ist a sofort gegeben, und es ist 

m m 



(12.) 4 TT a = . — -r = , . - ^ 

^ ^ a sin 9 1 1 i/a2 z^ 

Diese Formel gibt die Flächendichtigkeit auf jeder 
Seite des Streifens an. 



6. Elliptischer Cylinder. 

Aus dem Fall eines Streifens können wir sehr 
leicht die Formel für einen elliptischen Cylinder ab- 
leiten. Durch jene Abbildung geht nämlich das Innere 
eines kleineren Kreises in der w-Ebene in das Aeussere 
einer Ellipse der z-Ebene über. Multiplicieren wir w 
mit einer Constanten, so wird dieser Kreis zum Ein- 
heitskreis, und, indem wir diese Constante durch die 
halben Axen der Ellipse ausdrücken, finden wir, dass 
durch die Function 

(13.) z = Uw(a-b)+*-±^] 

die Ellipse \- -^— = 1 auf den Einheitskreis in 

a2 ^ b2 
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der w-Ebene iii der verlangten Weise abgebildet wird. 
Durch die Substitution w = e^^ erhält man dann 

z = a cos cp — bi sin 9, 
oder 

X = a cos 9 , y = — b sin 9. 

Daraus ergibt sich 

m 



4 7t a = 



l/a2 sin2 9 4- b2 cos2 9 
(IL) 



m 



l/a2 -[- b2 — x2 — y^ 



Der grösste, bezw. der kleinste, Wert von a ist 
am Ende der längeren^ bezw. der kürzeren, Axe zu 

finden, nämlich die Werte und . Diese sind 

b a 

von der Länge der Axe, auf welcher sie liegen, unab- 
hängig. 



c. Prisma mit rechteckigem Querschnitt. 

Soll der Querschnitt des Cylinders ein Rechteck 
sein, so können wir in der Formel (3.) a = — b = e*^, 

c = — d = e-^^, a = ß = Y = 8 = i,Ci = , C2 = 

c 

annehmen. Wir setzen c als reell voraus. Es ist 
dann z als Function von w durch die Gleichung 

(15.) z = c /^— l/w2 — 2 cos 2 p + w-2 
gegeben, die durch die Substitition w = 6**'' in 
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(16.) z = i c / d 9 1/2 (cos 2 9 — cos 2 p) . 

übergeht. 

Liegt 9 zwischen — p und -\- p, so ist dz rein 
imaginär, während für ein 9 zwischen p nnd tt — p 
es reell ist. Wir haben also ein Rechteck, dessen 
Seitenlängen 

a = 



(17.) 



= c / d 9 1/2 (cos 2 9 — cos 2 p) , 



— e 



h = cfdc^\/^ (^^s '^ P - cos 2 9) 



sind. 



TC 

Ersetzt man p durch p' = p, so vertauschen 

sich die beiden Seiten a und b, das heisst: das Recht- 
eck hat nur seine Lage geändert. Wenn wir dann 
den Zustand auf allen Seiten a, für welche p zwischen 

TT 

und liegt, untersucht haben, so ist der Zustand 

auf den Seiten b gegeben. 

Wir gehen zu der Gleichung (16.) zurück und setzen 
darin sin p = x, wodurch sie die Form 

(18.) z = 2 c i A 9 l/x2 — sin2 9 

annimmt. Schliesslich durch die Substitution 

. , , X cos J^ d J^ 

sin 9 = X sin 4^ , d 9 = 



1/ 1 — x2 sin2 ^ 

wird z durch Integrale der Legendre'schen Normal« 
form ausgedrückt, nämlich 



• • .• 
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z = 2 i c [ M 4- l/l — >i2 sin2 «J/ 
(19.) 



_v'2. d^ 



l/ 1 — yfi sin2 (|> 



■]. 



Wenn 9 = ± p ist , so ist ^ = + , und die 

Seitenlänge a ist dann 

(20.) a = 4c[E — x'2K], 

worin E und K die vollständigen elliptischen Integrale 

sind. 

Wenn x und c gegeben sind, kann man a mit 

Benutzung der Legendre'schen Tabellen aus dieser 

einfachen Formel bestimmen, umgekehrt, wenn a für 

genügend viele Werte von x berechnet ist, hat man 

ungefähr den Verlauf von x, und damit von p, als 

a 
Function des Verhältnisses , und kann daraus p für 

b 
gegebene a und b bestimmen. Zu diesem Zweck ist 

folgende Tabelle angeführt. Dem Verhältnisse — ent- 

b 

sprechend wird p angenommen, und dann wird c durch 
den beistehenden Wert für E — x'2 K gegeben. Es 
wird hier a < b vorausgesetzt. Will man a >> b an- 
nehmen, so hat man den complimentären Modul zu be- 
nutzen. Die Figur I stellt dieselben Functionen von 
p mittelst Kurven dar. 
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p 


E x'2K 


a/b 


P 


E — x'2 K 


a/b 


0« 


0,000 000 


0,000 ooö 


230 


0,122 338 


0,156 471 


10 


0,000 240 


0,000 240 


240 


0,132 801 


0,173 192 


20 


0,000 956 


0,000 959 


250 


0,143 641 


0,191 148 


30 


0,002 152 


0,002 166 


260 


0,154 846 


0,210411 


40 


0,003 824 


0,003 867 


270 


0,166409 


0,231 067 


50 


0,005 972 


0,006 072 


280 


0,178 321 


0,253 207 


60 


0,008 594 


0.008 793 

9 


290 


0,190 570 


0,276 927 


70 


0,011 687 


0,012 044 


300 


0,203 149 


0,302 338 


80 


0.015249 


0,015 842 


310 


0,216 048 


0,329 557 


90 


0,019280 


0,020 207 


320 


0,229 253 


0,358 707 


100 


0,023 773 


0,025 156 


330 


0,242 755 


0,389 930 


110 


0,028 727 


0,030714 


340 


0,256 545 


0,423 380 


120 


0,034 137 


0,036 904 


350 


0,270 608 


0,459219 


130 


0,040000 


0,043 755 


360 


0,284 934 


0,497 632 


140 


0,046 311 


0,051 296 


370 


0,299 511 


0,538 819 


150 


0,053 063 


0,059 556 


380 


0,314 327 


0,582 999 


160 


0,060 255 


0,068 575 


390 


0,329 368 


0,630416 


170 


0,067 879 


0,078 387 


400 


0,344 621 


0,681 335 


180 


0,075 928 


0,089 034 


41« 


0,360 074 


0,736 050 


190 


0,084 397 


0,100 559 


420 


0,375 713 


0,794 892 


200 


0,093 280 


0,113012 


430 


0,391 524 


0,858 221 


210 


0,102 571 


0,126 445 


440 


0,407 494 


0,926 443 


220 


0,112 258 


0,140 910 


450 


0,423 607 


1,000000 



Ich nehme nun an, dass x und c bestimmt sind 
und lege das Rechteck so, dass die Seite a mit der 
y-Axe zusammenfällt und dass ihr Mittelpunkt im 



. 1 
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Coordinatenanfangspunkt liegt. Wegen der Symmetrie 
brauchen wir nur die obere Hälfte dieser Seite zu be- 
trachten. Es ist dann auf dieser Seite 

y = 2 c [ A ^ l/l — x2 sin2 ^ 
/ |/ 1 _ x2 sin2 ^ 



Da nun 



(22.) |dz| = 2c 



I / x2 — sin2 9 



d cp = 2 c X cos ^i^ 



ist, erhält man fär a 

m 



(23.) 4 TT o = 



2 c X cos ^ 



Die Flächendichtigkeit hat ihren grössten Wert in 
der Ecke, denn da wird sie unendlich gross. In der 
Mitte der Seite hat sie ihren kleinsten Wert, und 
dieser ist dem Modul x umgekehrt proportional. Die 
kleinsten Werte auf zwei Seiten a, b desselben Recht- 
ecks verhalten sich wie x' zu x. 

Wenn man sich ein Bild der Verteilung auf einer 
Seite verschaffen will, bestimme man für Werte von ^ 

zwischen und — entsprechende Werte für y und o. 

Folgende Tabelle mit der zugehörigen Figur II soll 
ein solches Bild geben, wenn das Rechteck ein Quadrat 
ist. X ist dann sin 45 ^ und es sind c = 1,18034 und 
m = 8 TT c x = 20,9765 angenommen, damit die Seiten- 
länge 2 und die Flächendichtigkeit in der Mitte der 
Seite 1 sei. 
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^ 


y 





^ 


y 





00 


0.00000 




1,00000 


500 


0,84633 


1,55572 


50 


0,10281 


1,00382 


550 


0,89243 


1,74345 


100 


0,20444 


1,01543 


600 


0,92949 


2,00000 


150 


0,30375 


1,03582 


650 


0,95771 


2,36620 


200 


0,39958 


1,06418 


700 


0,97767 


2,92380 


250 


0,49087 


1,10338 


750 


0,99034 


3,86370 


300 


0,57657 


1,15470 


800 


0,99709 


5,75877 


350 


0,65574 


1,22077 


850 


0,99963 


11,47371 


400 


0,72754 


1,30541 


900 


1,00000 


00 


450 


0,79125 


1,41421 









Einen zweiten Fall möchte ich noch erwähnen, 
der deswegen von Interesse ist, weil er zur Beant- 
wortung der Frage, wann eine Platte als unendlich 
dünn betrachtet werden kann, etwas beiträgt. Ich 
wähle eine Platte von der Breite 20 cm und der Dicke 
1, 2 mm — für die längere Seite des Querschnitts ist 
dann x = sin 85^ anzunehmen — und vergleiche sie 
mit einem unendlich dünnen Streifen von derselben 
Breite. Die Elektricitätsmengen nehme ich nicht gleich, 

sondern in dem Verhältnis — = 1,013, wenn nii 



die 



m. 



Menge auf dem Streifen, m^ die auf der Platte ist. 
Damit erhält die Flächendichtigkeit in der Mitte der 
zu vergleichenden Seiten denselben Wert. Nennen wir 
solche Punkte entsprechend; in denen o denselben Wert 
hat, so können wir das Resultat folgendermassen aus- 
sprechen : 
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Ein Punkt auf der Platte, dem ein bestimmter 
Wert von a zukommt, liegt etwas, aber höchstens 
0,62 mm, weiter von der Mitte als der entsprechende 
Punkt auf dem Streifen. 

Diese beiden Formen des Cylinders haben das 
gemein, dass sie scharfe Kanten voraussetzen, in denen 
die Flächendichtigkeit unendlich gross wird. 



IL Zwei Cylinder. 



Wir gehen nun zum Falle zweier Cylinder über. 
Da haben wir für die Function x 

X = m log f (w) -|- A log w + B > 
und für die Flächendichtigkeit, wie früher. 



4 7c o = — 1 e* * — — . 

dz 



Es kommt zunächst darauf an, a eine Form zu 
geben, die zur numerischen Rechnung geeignet ist. Die 
für die Umformungen nötigen Formeln sind in Professor 
Weber's „Elliptischen Functionen'* *) zu finden. Die 
dort gebrauchte Bezeichnungsweise ist beibehalten, und 
ein näherer Hinweis auf Nummer und Seite ist bei den 
einzelnen Formeln gegeben. Dies gilt auch für den 
Paragraphen IV. 



H. Weber. Elliptische Functionen und algebraische 
Zahlen, Braunschweig, 1891. 
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Wir wollen nun 



(24.) — 5^ = — [in log f (w) + A log w] — 
d z d w dz 

näher untersuchen, nnd zwar in den Punkten der Qner- 
schnittskurven, das heisst, in Punkten auf den beiden 
Kreisen in der w-Ebene. Wenn wir w = e^^^^ setzen 
und f(w) seinen Wert geben, 

f(w) = iw o, " ^ ^ 



hl (V + a) 
erhalten wir 

dz I d V *oi (v + a) 

4 TT i a , ^ . . j d V 

— m 1- 2 TT 1 A } 

0) I d z 

Wir betrachten zunächst nur den äusseren Kreis, 
auf welchem w den Wert q-^ e''^" hat, wobei u reell 
ist und zwischen — 1 und -(- 1 liegt. Es ist da 

V = . Setzt man diesen Wert in eine der 

2 4 

Formeln 10, S. 52 ein, nämlich in 






so kann man das erste Glied von (25.) in der Form 

d , ö-ii (v — a) 
— log -^^-^ = 

(26.) ^ ^ *«i (^ + *) 

K i + 2 ;^ [log *oi (-^ + ^ -a)-log*oi (-"- - -f + a)] 
du 2 4 2 4 



i 



% 
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schreiben. Führen wir die Jacobi'sche 0-Function 
ein mittelst der Gleichung 



U , (0 _ 



i K' 



*o,(f ±-r + a) = ®(K"±V + 2aK), 1S.113, 
2 4 2 



und berücksichtigen wir noch, dass 



— e (Ku + — + 2 aK) = K • e' (Ku ± — + 2 aK) 
du 2 2 



ist, so geht die rechte Seite der Gleichung (26.) 
über in 



(27.) 



7t i + 2 K 



e' (Ku + ^ — 2 a K) 
-e (Ku + — — 2aK) 



e' (Ku — ^ ' + 2 a K) _ 

e (Ku - ^— - + 2 a K) J 

V 2 ^ ^ 



Diese Brüche sind Functionen zweiter Gattung nach 
Jacobi und werden mit Z bezeichnet, 1 S. 125. Wir 
haben dann 



(28.) 



7:i + 2K[Z(Ku+ — — 2aK) 
— Z(Ku — — + 2aK)]. 



Es sind nun zwei Ädditionstheoreme, die hier benutzt 
werden können, nämlich: 
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Z (u + v) + Z (u — v) 

c» nr , s 2 x2 sq2 V sn u cn u dn ii 

= 2 Z (u) , 

1 — x2 sn2 u sn2 V 

9 u. 10 S. 126, 

Z (u + v) — Z (u - V) 

c^ rr r ^ 2 x2 sn2 u Sil V CH V du V 

= 2 Z (v) . 

1 — x2 sn2 u sn2 V 

Indem man in der zweiten dieser Gleichungen u 

iK' 
durch Ku und v durch 2 aK ersetzt, erhält 

2 
man eine Umformung des Ausdrucks (28.) in welcher 

(iK' \ 

— 2 aK) auftritt. Um dieses weiter zu ver- 

einfachen, subtrahieren wir die zweite von der ersten 

iK' 
Gleichung und setzen für u, 2 aK für v. So er- 
halten wir 

Z|^-2aKJ = z/'^^^— Z(2aK) 
+ x2sn -^ sn 2 aK sn (-^ - 2 aK). 

Weil nun Z (v) eine ungerade Function des Ar- 

iK' 
guments ist, lässt sich Z{— — ] durch die Gleichung 

ry / I • T^/\ ry / \ I cn V dn V in 

Z (v -f 1 K') = Z (v) -f 



snv 2K 



iK' 
bestimmen, indem man v = setzt. Es ergibt 

2 

sich so 
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cn 


iK' 
2 


dn 


iK' 
2 




sn 


iK' 





22.iK'\ 2 2 iTc 



2K 



Dadurch geht nan (28.) aber in 



iK' _, iK' 
cn dn 



— 2 K = = 4 K Z (2 aK) 

IK' ^ ^ 

sn 

2 



(29.) +"«=,n(Jf^-2aK 

iK' ,, s„»K.cn(f-2.K)dn(f-2.Kl 
sn —7- sn2aK — ^^^ l. — \Ji 

l_x2sn2Kasn2(-^ — 2aK 



Die weitere Umformung geschieht mit Benutzung 
der Werte 



iK' i iK' ./iq^ . iK' 

sn — = — = ,cn — — iz-L-TA. ^„ — _ 



h|/^'*"T = ^^' 



2 i/x 

S. 212, 

und der Additionstheoreme der elliptischen Functionen, 
16 S. 117. Wenn wir setzen sn 2 aK = x, cn 2aK = y, 
dn 2 aK = z, lauten diese folgendermassen : 



i 1 + x 
yz ^x 



JK' ^ ^. |/x |/x 

sn ( 2 aK)= "^ 



2 1 4- X x2 



- 20 



.;,. l/Hr_^(y + ixz) 

cn (^- - 2 aK) = 

2 1 + X x2 

, AK' ^ rrs l/l + x (z + ix xy) 
dn ( 2 aK) = - — -^ — ^^ ^• 

2 ^ 1 + X x2 



Es lässt sich dann (29.) in der Form schreiben 

(30.) 2 Ki (1 + x) — 4 K Z (2 aK) 

i y z — (1 + x) X 



+ 4Kx 



ix~(l + x) 



14-XX2 

sn2 Ku (y-f i X z) (z -f- i ^ X y) 
(l + xx2)2— xsn2Ku[iyz-(l + x)x]2 



Mit Benutzung der Relationen y2 = 1 — x2, 
z2 = 1 — x2 x2, schreibt man den Factor des Zählers 
(y -j- i X z) (z -f i ^ X y) in der Form — i (1 — x x2) 
[i y z — (1 -f- ^) x]. Es bleibt dann nur noch übrig, 
durch Zusammenziehen der Glieder dem Ausdruck eine 
einfachere Form zu geben. 

Wir wollen uns nun einer kürzeren Bezeichnungs- 
weise bedienen und für (30.) schreiben 



(31.) — 4KZ(2aK) + 



2^ j;2^j-oap2^n2J{u 
r r2 — X p2 sn2 Ku 



Schliesslich, da e*'^*, wie früher, gleich 



dz 



dz 



ist. 



haben wir, wenn a^ die Dichtigkeit auf dem äusseren 
Kreis ist, 

4 TT Gl = i 2 i m K Z (2 a K) 



(32.) 



, mKr2s + xtp2sn2Ku 2 7ra , , , du 
-] ^ ~-::^ ^ [- A tt' — 



r r2— xp2sn2Ku 



(0 



dz 
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Auf dem anderen Kreis, wo v = "f" T ^^^» finden 
wir durch ähnliche üeberlegungen 

(33.) 47rao = j2imKZ(2aK) 

mKr2t-|-xsp'2sn2Ku 27ca , du 

■ — — - m 1— A 7t j — 

r r2 — xp'2sn2Ku w |dz 

Die Grössen p, p', r, s, t sind in einem gegebenen 
Problem Constanten. Ausführlich geschrieben sind sie 
folgende Functionen von a: 

(34.) 

p =icn2aKdn2aK— (l+x)sn2aK, 
p'=icn2aKdn2aK+(l+x)sn2aK, 
r=l+xsn22aK, 

s=:(l+x)(l-xsn22aK)+2ixsn2aKcn2aKdn2aK, 
t ==(l-fx)(l — xsn22aK) — 2ixsn2aKcn2aKdn2aK. 

In einem vorliegenden Fall sind x und a durch 
die Abbildung gegeben, und diese Constanten lassen 
sich wirklich ausrechnen, wenn man die Legend re'- 
schen Tabellen zu Hilfe nimmt. Es ist nämlich a rein 
imaginär, und sn 2 aE. cn 2 aK, dn 2 aK werden mittelst 
der Formeln 

.. ,. .snv ,. ,v 1 , .. ,. dnv 
sn (1 V, x') = 1 , cn (1 V , x') = , dn (1 v , x') = , 

cn V cn V cn v 

5 S. 121 

bestimmt. Zur Bestimmung von Z (2 aK) benutzt man 
die Relationen 

• rz /. n ^ V , ^ . . , d log cn V 
1 Z (1 V, X') = — — — + Z (v) H 1 , 

2 K K' dv 

21 S. 128 
und 
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Z (v) = E (v) — — . V 
^ ^ ^ ^ K 5 S. 126. 

In dem Fall, wo a = ist, das heisst, wenn die 
Punkte z = 00 und w = 1 einander entsprechen, ver- 
einfachen sich wesentlich die Werte (32.) u. (38.) Es 
sind dann 

Z (2 aK) = 0, p = p' = i, r = 1, s = t = 1 + X, 
also haben wtr 

A l /1 1 . „ 1 — X sn2 Ku ) du 

4 TT Gl = I m (1 + x) K — — — h A TT I -—, 

I 1 -[- >^ sn2 Ku ^ dz 

(35.) 

Ä l /i I Mr 1 — >^ sö^ Ku , . ) du 
4 7ra2= -m(l + x)K^— -—- \-kTz\-- 

{ 1 -[- X sn2 Ku J dz 

Noch eine Bemerkung. Es seien %, a, und die 
Potentialdifferenz Ci — C2 der beiden Leiter gegeben. 
Es ist noch nötig q zu kennen, denn A ist aus der 
Gleichung 

Ci — C2 = A log q 

zu bestimmen. Ist x klein, so setze man 

und 

24 S. 146. 

Ist X gross, so ersetze man x' durch x, wodurch 
q' in derselben Weise gegeben wird. Dann ist 

log q . log q' = 7c2. 
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Damit wird auch die Periode co, die in den all- 
gemeinen Formeln (32.) und (33.) auftritt, gefunden. 
Es kann aber vorkommen, dass q durch die Abbildung 
gegeben ist, dann erhält man x mittelst der Reihe 



• • 



i l/- = q _ 2 q5 + 5 q9 — 10 qi3 + 18 qn — - , , 

25 S. 146. 



IIL Zwei Kreiseylinder. 

Wir betrachten nun den besonderen Fall, worin 
die Cylinder Kreise als Querschnitte haben. Diese 
sollen ihre Mittelpunkte auf der reellen Axe haben 
und diese in den Punkten a, ß, y? S, schneiden. Die 
Abbildung ist durch die Gleichungen 



1 — q 1 + qiw Y — ß 



a 



l-f-^ll — q^w Y — * z — ß 

1 — qY _ Y — ß 5 — g 

l + qj~ Y-a 5-ß' 
gegeben. 

Im Allgemeinen, wenn a, ß, Yj 5 gegeben sind, ist 

q aus der zweiten Gleichung zu berechnen, dann a 

aus der ersten, indem man z unendlich werden lässt. 

£s ergibt sich, dass a nur dann verschwindet, wenn 

die zwei Kreise denselben Radius haben. Nachdem 

man a bestimmt hat, setzt man q ± i e ^ ^ " für w in 

die erste Gleichung ein und drückt p^ — r als Function 

I dz I 

von u aus. Wir sehen aber vom allgemeinen Fall ab 
und betrachten den Fall, wo m = ist. 
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Hier erweist es sich als zweckmässig rn-:—, als 



dn 
dz 

Function von z auszudrücken. Wir setzen zur Ab- 
kürzung 



Dann ist 

z— Q 



qi w = P 



z — ß 



Auf dem äusseren Kreis, wo w= q~^ e^*" ist, 
erhalten wir 

TT i u = log P + log (z — Q) — log (z — R). 
Nehmen wir du auf diesem Kreis als positiv an, so ist 

Idz = ,^"' "" , |(z-Q)(z — R)|» 

' |q_rP ^^^ ^' 

Auf dem anderen Kreis ist dann du als negativ 
zu betrachten, und man findet denselben Ausdruck für 
d z I, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Da wir m = angenommen haben, ist die Flächen- 
dichtigkeit in der Form gegeben 

, A|Q-R| 

- I (z — Q) (z — R) I 

Dieses Resultat lässt sich in anschaulicher Weise 
ausdrücken. Es ist nämlich leicht zu sehen, wenn man 
die Werte für Q und R einsetzt, dass 

Q — a R — ß ^_^ Q — Y R-5 ^ ^ 



Q — ß R — a Q — 5 R 
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In Worten, Q und R sind zwei Punkte, die sowohl 
von a und ß, wie aucli von y und § harmonisch getrennt 
sind. Durch diese Eigenschaft sind Q und R voll- 
ständig bestimmt, und wir können sagen: 

Die Flächendichtigkeit in irgend einem Punkt 
ist dem Product der Abstände von diesen zwei Punkten 
umgekehrt proportional. 



IV. Zwei Streifen. 



Im Falle zweier paralleler Streifen ist die ab- 
bildende Function folgende: 

z = 2 a log 

(36.) dlogw 

00 

[(wi- w-i)TT(l — q^w)(l — q-w-i)], 

oder, wenn man e ^ ^ » ^ fj^j. ^ setzt, 

a d , 
z = — — log 

n 1 dv 



00 



[(e^iv _ e-^^^)TT (1 — q»' e^^^^^) (1 — q" e-^^^^)] . 



v = l 



Es ist aber, wenn q = e^ * ~ und 



00 



Q(q*) = ]~[(i-q^) 



v=l 



— 26 — 



gesetzt werden, die Function fl-u (v , — ) nur um einen 

Constanten Factor von Argument dieses Logarithmus 
verschieden, nämlich 



*u(v,y), = -iqV8Q(qO 

OD 

(e^iv — e~^*^) 1 I (1 — q" e2^^^)(l — q" e-*-^''*^), 

4 S. 62. 

Dieser Factor geht aber verloren in der Ableitung des 
Logarithmus, und wir können z in der Form schreiben 



(37.) z = 4^1og*„(v,-^) 

7U1 dv 2 



Für V = verschwindet *n (v , — ) , nicht aber 

*'ii (v , — ) , also wird z unendlich. Es ist dann a = 

und die Flächendichtigkeit hat die einfachere Form 
der Gleichungen (35.)- 

Wir betrachten nun nur den äusseren Kreis und 

setzen v = • Wenn man sich daran erinnert, 

2 4 

dass für die Function S-u (v , — ) die halbe Periode— - 
ist, kann man die Formel 



10 S. 52 
anwenden, und erhält so 
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' 2 






_ :^ 8 ■ "(2 W a /U (0 



woraus für z 



,2a d , a '^ 'i ^ 
z = a -] ;- — - log *oi 



Tti du ^ ^'\ 2 ' 2 
folgt. 

Diesen Ausdruck formen wir noch weiter um, in- 
dem wir ^-Functionen von der Periode w einführen. 
Dies geschieht durch die Formel 

*oi (0, -|-j *oi (u, ^\ = *oi^ (u) + *n2 (u), 

13 S. 80. 



Wir setzen zu gleicher Zeit z = a -(- y i, und es 
ergibt sich dann 



4a 

y= 

7C 



»..(i)H-»...(f) 



Wenn wir im Zähler und im Nenner durch 
*oi^( — ) <lividieren, können wir y mittelst der Func- 
tionen e, H, und sn ausdrücken. Wir wenden weiter 
die Gleichungen 



dv ^ ' 1 S. 125, 

d log H (v) rr / N . cn V dn V 
dv sn V 



12 S. 127 
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an. und erhalten dann 



y= - 



4aK 



n 



Z (Ku) - 



X sn Ku cn Ku dn Ku 

1 4- X sn2 Ku 



Nun führen wir eine neue Variable ein. Wir 
setzen nämlich sn Ku = sin 9, woraus folgt 

cn Ku = cos 9, dn Ku = [/i x2 sin2 9, 

d? 



Kdu = 



y^l — x2 sin2 9 



und, wenn wir noch berücksichtigen, dass 



K • Z (Ku) = K • E (Ku) — E • u 



und 



E (Ku) = /i/r— x2 sin2 9 • d^ 





ist, haben wir schliesslich 



y = 



4a 



<p 



*p 



d cp 



[K/i/1 — x2sin29d9- E, 

TZ J J [/l — x2 sin2 cp 





, TT sin 9 COS 9 (/ 1 — x2 sin2 cp ^ 

-[- K X z i v-z J • 

. ' 1 -f- ^ sin2 9 -^ 



Wir benutzen aber noch folgende Abkürzung: 



<p 



X sin2 9 = X , 



j/1 — x2sin2(pd9 = V, 



d^ 







[/l — x2 sin2 cp 



= ü. 



Danach lässt sich y schreiben 
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TZ 1 -|— A 

Da wir nun y in eine zur numerischen Rechnung 
geeignete Form gebracht haben, ist es zunächst er- 
forderlich, eine Bestimmung für x zu finden. Die 
Breite der Streifen, 2 ß, und deren Abstand, 2 a, sind 
gegeben, und daraus, oder eigentlich aus dem Ver- 
hältnisse — -, das wir mit ^ bezeichnen wollen, ist der 
a 

Modul zu finden. Dies ist nicht direkt zu machen^ 

wohl aber kann man ^ für gegebenes x angeben. Es 

dv 
ist nämlich y = — ß, wenn — ^ verschwindet. Nennen 

du 
wir den Wert für 9, für welchen dies stattfindet, ^q, 
und Vq, Üo, Xo die entsprechenden Werte von V, ü, 
und X, so ist 



^ = — 

n 



K Vo — E üo + K ^-hih — ^'0) (1 — ^ ^0) 



1 + ^0 

Es kommt dann darauf an, 90 zu berechnen. 

dv 
Gleichzeitig bekommen wir einen Ausdruck für -^, 

du 
den wir später brauchen. Es ist 

"T~ = ^ — • K 1^1 — x2 sin2 o), 
du d^ ^' 

dy 
und - •^ ist durch eine leichte, aber etwas lange 

d9 
Rechnung zu finden. Wir setzen gleich zur Abkürzung 

E _ 
K(l + x) ~^' 
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und erhalten dann 



du n (l-\-Xy 

Danach ergibt sich für Xq die quadratische 
Gleichung 

Xo2 (1 - Pt) - 2 Xo (X + ,i) + (1 - ,i) = 0, 
woraus 

Nur das Minuszeichen ist aber zulässig, ^o ^^^ 
dann mit Xq gegeben. 

Die folgende Tabelle gibt die Werte von 9o und ^ 
für einige Werte des Moduls x. Es ist daraus zu 
sehen, dass, wenn der Abstand der beiden Streifen 
klein ist, ein von 1 wenig verschiedener Wert für x 
zu nehmen ist. Vergl. Figur III. 
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** 


9o 


n 


Ö- 


?0 


n 


0» 


45» 00' 00",0 


0,000 000 


77» 


40« 28' 43",2 


2,347 422 


5» 


48» 48' 16",6 


0,087 404 


79« 


40» 59' 47",2 


2,542 662 


10» 


42» 43' 06",9 


0,175 628 


81» 


41« 36' 47",8 


2,791 259 


15" 


41« 44' 31",2 


0,265 584 


83» 


42» 21' 53",4 


3,074264 


20« 


40« 52' 36",5 


0,358 181 


85» 


43« 19' 07",6 


3,472 987 


25« 


40» 07' 24",5 


0,454 433 


86» 


43» 54' 51",7 


3,738 729 


30» 


39« 29' 03",8 


0,555542 


87« 


44» 38' 14",1 


4,079 647 


35« 


38« 57' 43",4 


0,662 913 


88« 


45» 34' 30",8 


4,572 424 


40» 


38« 33' 36".3 

t 


0,778 284 


89« 


46» 59' 06",8 


5,406 219 


45» 


38« 17' 02",4 


0,903 855 


89»,2 


47» 23' 39",2 


5,682 512 


50« 


38« 08' 26",9 


1,042 557 


89»,4 


47« 53' 37",4 


6,029 039 


55« 


38» 08' 27", 1 


1,198 438 


89»,6 


48« 32' 59",3 


6,523 452 


60» 


38« 17' 58",8 


1,377 350 


89»,7 


48« 59' 05",1 


6,875 813 


65« 


38» 38' 24",8 


1,588 382 


89»,8 


49» 33' 35",9 


7,372 860 


70» 


39« 11' 54",7 


1,846 650 


89«,9 


50» 27' 16",8 


8,224 821 


75» 


40» 02' 20",0 


2,180 644 


90» 


90« 00' 00",0 


00 



X = sin fl-. 



Wenn x bestimmt ist, können wir uns ein Bild 
der Verteilung verschaffen. Aus den folgenden 
Gleichungen werden y und a für dieselben Werte von 
(p ausgerechnet: 



y — - 


4a 




71 


du 


du 



KV— EU+K 



V^X (x — X) (1 — X X) 



1 + X 



dz 



dyl 



+ 



7t 



4 a K2 (1 + x) 



1 — 2xX + X2 



(1 + X)2 



— V- 



4 7t o = j + m (1 4- x) K + A 7t 



du 
dz 
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Die folgende Tabelle und die Figur IV sind für 
den Fall x = sin 85^ construiert, wobei a = 1 an- 
genommen wurde. 







da 


. ,, 1 — X du 


9 


y 


dz 


^ ^ 1+X dz 


0» 


0,000 000 


0,030 897 


0,236 249 


5» 


0,729 783 


0,031 984 


0,240 966 


10» 


1,415 769 


0,035 514 


0,255 796 


15« 


2,021 891 


0,042 302 


0,283 083 


20« 


2,524 752 


0,054 201 


0,328 038 


25« 


2,914 651 


0,075 349 


0,402 225 


30« 


3,193 311 


0,116 367 


0,535 131 


35« 


3,369 990 


0,213 725 


0,827716 


40» 


3,457 537 


0,624 287 


1,990 399 


<Po 


3,472 987 


00 


oo 


45« 


3,469 351 


1,451 574 


3,719 788 


50« 


3,416 770 


0,432 944 


0,868 139 


55« 


3,308 717 


0,294 223 


0,447 198 


60» 


3.149 702 


0.244 536 


0,270 697 


65» 


2,939 027 


0,222 351 


0,169 985 


70» 


2,668 919 


0,212 007 


0,103 818 


75« 


2,318 220 


0^07 482 


0,058018 


80» 


1,839 547 


0,205 827 


0,027 100 


85» 


1,122 123 


0,205 411 


0,008 986 


90» 


0,000000 


0,205 365 


0,002 994 



Es ist hiermit der Zustand auf einer Hälfte des 
einen Streifens gegeben. Auf der anderen Hälfte ist 
die Verteilung zu dieser symmetrisch, und auf dem 
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anderen Streifen hat der Coefficient von A das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Der erste Teil der Tabelle, 
wo << 9 <C 9o ist, bezieht sich auf die äussere 
Seite, der zweite Teil auf die innere. Die Verteilung 
lässt sich bei festem kleinem Abstand der Streifen in 
der folgenden Weise characterisieren : 

Die Elektricitätsmenge auf einem Streifen besteht 
aus zwei Teilen; erstens aus einem Teil, welcher der 
Potentialdiflferenz der beiden Streifen proportional ist, 
auf dem anderen Streifen das entgegengesetzte Vor- 
zeichen hat und hauptsächlich auf der inneren Seite 
verteilt ist; zweitens aus der Hälfte der Menge m. 
Diese Menge verteilt sich hauptsächlich auf der 
äusseren Seite. 

Das Princip des Condensators kommt in diesem 
Beispiel deutlich zum Vorschein. Wenn nämlich die 
Streifen nahe an einander sind, ist x nahezu eins, q' 
klein, log q' negativ gross, und log q klein. Dann ist 
für gegebene Potentialdifferenz A, und deshalb auch der 
erste Teil der Elektricität, gross. Es ist also möglich 
eine grosse Ladung, positiv auf dem einen Streifen, 
negativ auf dem anderen, zu haben, ohne grosse Po- 
ientialdifferenz. 
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